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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ГИПЕРСИНГУЛЯРНЫХ  
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЦЕЛЫМИ  

СИНГУЛЯРНОСТЯМИ НЕЧЕТНОГО ПОРЯДКА  
 
Аннотация. Построен и обоснован сплайн-коллокационный метод нулевого 
порядка для решения гиперсингулярных и полигиперсингулярных интеграль-
ных уравнений с нечетными сингулярностями целого порядка. Введено опре-
деление гиперсингулярных интегралов для функций, имеющих разрывы пер-
вого рода. 

Ключевые слова: гиперсингулярные интегральные уравнения, полигиперсин-
гулярные интегральные уравнения, сплайн-коллокационные методы. 
 
Abstract. For solution of hypersingular integral equations and polyhypersingular in-
tegral equations with integer odd singularities offered zero-order spline-collocation 
methods. Introduced the definition of hypersingular integrals for functions with the 
first order breaks.  

Keywords: hypersingular integral equations, polyhypersingular integral equations, 
spline-collocation methods. 

Введение 

Теория сингулярных интегральных уравнений, зародившаяся в начале 
прошлого века в трудах Д. Гильберта и А. Пуанкаре, в течение последующих 
почти 100 лет переживает бурное развитие. По-видимому, это в первую оче-
редь связано с многочисленными приложениями сингулярных и гиперсингу-
лярных интегральных уравнений и краевой задачи Римана в физике, механи-
ке и технике. Хорошо известен спектр применения теории сингулярных и ги-
персингулярных интегральных уравнений в механике и технике: теория уп-
ругости и термоупругости, аэродинамика, электродинамика. 

Не менее широки области применения краевой задачи Римана, сингу-
лярных и гиперсингулярных интегральных уравнений в физике: квантовая 
теория поля [1], теория близкого и дальнего взаимодействия [2], теория соли-
тонов [3]. 

Однако решение сингулярных и гиперсингулярных интегральных урав-
нений в аналитическом виде возможно лишь в исключительных случаях и 
основным аппаратом в прикладных задачах являются численные методы. 
Подробное изложение численных методов решения сингулярных и гиперсин-
гулярных интегральных уравнений содержится в работах [4–15], в которых 
также имеется обширная библиография. 

В работах [10, 11] предложен сплайн-коллокационный метод решения 
одномерных гиперсингулярных интегральных уравнений и доказана его схо-
димость. Однако точность предложенного метода существенно зависит от 
классов функций, к которым принадлежат коэффициенты уравнения и точное 
решение. Поэтому представляет значительный интерес разработка более точ-
ных и удобных в практическом отношении методов решения одномерных ги-
персингулярных интегральных уравнений. Еще больший интерес представля-
ет разработка численных методов решения полигиперсингулярных и много-
мерных сингулярных интегральных уравнений. Для приближенного решения 
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одномерных гиперсингулярных интегральных уравнений и полигиперсингу-
лярных интегральных уравнений с сингулярностями четного порядка в [12, 14] 
предложен и обоснован сплайн-коллокационный метод нулевого порядка.  
В работе [14] также предложен и обоснован сплайн-коллокационный метод 
нулевого порядка для приближенного решения многомерных гиперсингуляр-
ных интегральных уравнений с особенностями любого конечного порядка. 

При этом остались неисследованными приближенные методы решения 
одномерных гиперсингулярных и полигиперсингулярных интегральных 
уравнений с особенностями нечетного порядка. 

Данная статья посвящена построению и обоснованию сплайн-колло-
кационных методов решения одномерных гиперсингулярных и полигипер-
сингулярных интегральных уравнений с особенностями нечетного порядка. 

Напомним определения гиперсингулярных интегралов. 

Определение 1 [16]. Интеграл вида 
( )

( )

b

p
a

A x dx

b x   при целом p  и 

0 < <1  определяет величину («конечную часть») рассматриваемого инте-
грала как предел при x b  суммы  

1

( ) ( )
,

( ) ( )

x

p p
a

A t dt B x

b t b x 
   

если предположить, что ( )A x  имеет p  производных в окрестности точки b . 

Здесь ( )B x  – любая функция, на которую налагаются два условия: 

1) рассматриваемый предел существует; 
2) ( )B x  имеет по крайней мере p  производных в окрестности точки 

=x b . 
Произвольный выбор ( )B x  никак не влияет на значение получаемого 

предела: условие 1 определяет значения ( 1)p   первых производных от ( )B x  

в точке b , так что произвольный добавочный член в числителе есть 

бесконечно малая величина, по меньшей мере порядка ( ) pb x . 

Определение 2 [17]. Интегралом 
( )

, < < ,
( )

b

p
a

d
a c b

c

  
   в смысле 

главного значения Коши – Адамара будем называть следующий предел:  

10

( ) ( ) ( ) ( )
= ,lim

( ) ( ) ( )

b c v b

p p p pva a c v

d d d v

c c c v



 

            
       

    

где ( )v  – некоторая функция, выбранная так, чтобы указанный предел 

существовал. 
Распространим определение интеграла Адамара на случай кусочно-

непрерывных функций. Пусть функция ( )t  определена во всех точках 

сегмента [ , ],a b  непрерывна всюду, за исключением точки ,c  где имеет 

разрыв первого рода. Пусть функция ( )t  имеет непрерывные производные 
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до p -го порядка в промежутках [ , ),a c  ( , ],c b  причем существуют левые и 

правые производные ( ) ( 0),k c   = 0,1, , 1.k p   

Определение 3. Интеграл вида 
( )

( )

b

p
a

d

c

  
  при целом p  определяется как  

1
1 1

2 1 1101 1

( )( ) ( )
= ( ) lnlim

( ) ( )

cb

p p p
a a

Bd d
B

c c



 

           
       

   

 3 2
4 2 2102 12

( )( )
( ) ln ,lim

( )

b

p p
c

Bd
B

c   

 
            

   (1) 

где 1( )B  , 3( )B   – функции непрерывно дифференцируемые до ( 1)-гоp   

порядка в начале координат; 2 ( )B  , 4 ( )B   – функции, удовлетворяющие 

условию Дини – Липшица в окрестности начала координат. На функции 
( ),iB   = 1, 2, 3, 4,i  налагается условие, чтобы предел (1) существовал. 

Нетрудно видеть, что если функция ( )t  имеет непрерывные левые и 

правые производные до ( 1)-гоp   порядка в окрестности начала координат, то 

такой предел существует и не зависит от выбора функций ( ),iB   = 1, 2, 3, 4.i  

Рассмотрим бигиперсингулярный интеграл  

 
1 1

1 2 1 2

1 20 0

( , )
,

p p

d d    

     (2) 

где p  – целое число. 

Определение 4 [18]. Интеграл (2) при целом p  определяется как  

1 1
1 2 1 2

1 20 0

( , )
=

p p

d d    

   

1 2 1 2 1 2 2
32 2 10 1 2\

( , ) ( ) ( )
= ln ( ) ,lim lnp p p p

G

d d B B
B   

 
               

 
   

где 2= [0,1] ,  = ([0, ] [0,1]) ([0,1] [0, ]),G       функция 1( )B   имеет 

непрерывные производные до (2 2)-гоp   порядка в окрестности начала коор-

динат; функция 2 ( )B   имеет непрерывные производные до ( 1)-гоp   порядка  

в окрестности начала координат, причем производная ( 1)-гоp   порядка от 

функции 2 ( )B   удовлетворяет условию Дини – Липшица; функция 3( )B   

бесконечно малая относительно 
2

1
.

| |ln 
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1. Гиперсингулярные интегральные уравнения  
с нечетной особенностью 

Рассмотрим гиперсингулярное интегральное уравнение  

 
1 1

1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) = ( ),

( ) p

x d
Kx a t x t b t h t x d f t

t 

      
     (3) 

где ( ),a t  ( ),b t  ( ),f t  ( , )h t   – непрерывные функции, = 2 1p k   ( = 1, 2, ...k ) – 

нечетное целое число. Будем считать, что ( ) = 0b t   при [ 1,1].t   

Приближенное решение уравнения (3) будем искать в виде кусочно-
постоянной функции  

 
1

=0

( ) = ( ),
N

N k k
k

x t t

     (4) 

где  

1, ,
( ) =

0, [ 1,1] \ ,
k

k
k

t
t

t


    

 

1= [ , ),k k kt t   = 0,1, , 2,k N   1 1= [ ,1],N Nt    

= 1 2 / ,kt k N   = 0,1, , .k N  

Коэффициенты { }k  определяются из системы линейных алгебраиче-

ских уравнений  
1

=0

( ) ( )
( )

N

k k k l p
kl

l

d
a t b t

t





   
 

   

 
1

=0

2
( , ) = ( ),

N

k l l k
l

h t t f t
N


   = 0,1, , 1,k N   (5) 

где 
=0

N

l

  означает суммирование по = ( 2, 1, 1).l k k k     

Обоснование разрешимости вычислительной схемы (5) будем прово-
дить на основании теоремы Адамара об обратимости квадратных матриц [19]. 

Вычислим интеграл  

11 1
= .

1 2( )

t pk

p
ktk

d N

pt

          

Таким образом, при достаточно больших значениях N  диагональные 
элементы матрицы ,A  описывающей левую часть системы уравнений (5), 
оцениваются неравенствами  
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2
| |= ( ) ( ) ( , )

( )
kk k k k kp

k
k

d
a a t b t h t t

Nt

  
   

 
1

1

2
| ( ) | | ( ) | | ( , ) |,

2 ( 1)

p

k k k kp

N
b t a t h t t

Np



  


  (6) 

= 0,1, , 1.k N   

Оценим сумму модулей недиагональных элементов k -й строки 
матрицы .A  Очевидно, сумма модулей недиагональных элементов k -й 
строки матрицы A  оценивается неравенством  

 
1 1

* *

=0 =0

| | | ( ) | 2 ,
( )

N N

kl k p
kl l

l

d
a b t H

t

 



 
 

     (7) 

= 0,1, , 1.k N   

Здесь *

1 , 1
= | ( , ) |,max

t
H h t

  
  

1
*

0

N

l




  означает суммирование по = ,l k   

1

=0

N

l


  означает суммирование по = ( 2, 1, , 1).l k k k k     

Нетрудно видеть, что при достаточно больших значениях N  и при 
= 0,1, 2, 3, 2, 1k N N N     

11 1

= 2 = 2
2

= =
( ) ( ) ( )

N N

p p p
k k kl k l k tl l k

d d d

t t t

 

   

   
     

     

 
1 1 1

1

1 1 1 1 1
= ;

1 4 1 1 4 1 2 2(1 )

p p p

p
k

N N N

p p p p N kt

  


                     

  (8) 

23 3

=0 =0 1

= = =
( ) ( ) ( )

tkk k

p p p
k k kl l

l l

d d d

t t t

 

  

  
     

     

 
1 1 1

1

1 1 1 1 1
= = .

1 4 1 1 4 1 2(1 )

p p p

p
k

N N N

p p p p kt

  


                   

  (9) 

При = 0k  и при = 1k N   соответственно имеем  

 
11

1
0=2

1 1
= ;

1 4( ) 2 ( 1)

pN

p p
l

l

d N

pt p






        
    (10) 
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1
1 1=0 1

1 1 1
= .

1 4 1( ) ( ) 2

t pNN

p p p
N Nl

l

d d N

p pt t




  

          
     (11) 

Аналогичные оценки справедливы при = 1, 2, 3, 2.k N N   

Из неравенств (7)–(11) следует, что сумма модулей недиагональных 
элементов матрицы A  оценивается неравенством  

11
*

=0

2
| | | ( ) |

1 4

pN

kl k
l

N
a b t

p

         
  

 
1 1

*1 1
2 , = 3, ..., 4;

1 2 2 1 2

p pN N
H k N

p N k p k

 
              

  (12) 

 
11

* *
0 1

=0

1 1
| | | ( ) | 2 , = 0,1, 2;

1 4 2 ( 1)

pN

jl p
l

N
a b t H j

p p





           
   (13) 

 
11

* *
, 1 1

=0

1 1 1
| | | ( ) | 2 ,

1 4 1 2

pN

j l N p
l

N
a b t H

p p



 

          
   (14) 

= 3, 2, 1.j N N N    

Из сопоставления неравенств (6) и (9)–(14) следует, что если при всех 
,k  0 1,k N    выполняются неравенства  

1

1

2
| ( ) | | ( ) | | ( , ) |>| ( ) |

2 ( 1)

p

k k k k kp

N
b t a t h t t b t

Np



   


 

1 1 1
*2 1 1

2 , 3 4;
1 4 1 2 2 1 2

p p pN N N
H k N

p p N k p k

                              
 (15) 

1

1

2
| ( ) | | ( ) | | ( , ) |>

2 ( 1)

p

j j j jp

N
b t a t h t t

Np



  


 

 
1

*
1

1 1
>| ( ) | 2 , = 0,1, 2;

4 1 2 ( 1)

p

j p

N
b t H j

p p





         
  (16) 

1

1

2
| ( ) | | ( ) | | ( , ) |>

2 ( 1)

p

j j j jp

N
b t a t h t t

Np



  


 

 
1

*
1

1 1 1
>| ( ) | 2 , = 3, 2, 1,

1 4 1 2

p

j p

N
b t H j N N N

p p





            
  (17) 

то система уравнений (5) однозначно разрешима. 
Таким образом, доказана следующая теорема. 
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Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия: p  нечетное целое 
число, ( ) = 0b t   при [ 1,1],t   при всех ,k  0 1,k N    выполняются 

неравенства (15)–(17), где = 1 2 / .kt k N   Тогда система уравнений (5) 

однозначно разрешима. 

2. Полигиперсингулярные интегральные уравнения 

Рассмотрим бигиперсингулярное интегральное уравнение  

1 1
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2
1 1 2 21 1

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )p p

x t x t
a t t x t t b t t d c t t d

t t 

     
      

 
1 1

1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 2 21 1

( , )
( , ) = ( , )

( ) ( )p p

x d d
d t t f t t

t t 

   
       (18) 

с непрерывными функциями 1 2( , ),a t t  1 2( , ),b t t  1 2( , ),c t t  1 2( , ),d t t  1 2( , ).f t t  Будем 

считать, что функция 1 2( , ) = 0d t t   при 2
1 2( , ) [ 1,1] ,t t    2 1 ( 1, 2, ...)p l l   . 

При рассмотрении гиперсингулярных интегральных уравнений мы 
ограничиваемся двумерным случаем, так как из дальнейшего будет видно, 
что уравнения любой конечной размерности рассматриваются аналогично. 

Распространение полученных ниже результатов на интегральные 
уравнения вида (18), включающие компактные операторы, не вызывает 
принципиальных затруднений. 

Пусть N  – целое число, = 1 2 / ,kv k N   = 0,1, , ,k N  1= [ , ),k k kv v   

= 0,1, , 2,k N   1 1= [ , ),N N Nv v   , 1 1= [ , ) [ , ),k l k k l lv v v v    , = 0,1, ,k l   

2,N   1, 1 1= [ , ] [ , ),N l N N l lv v v v     = 0,1, , 2,l N   , 1 1= [ , )k N k kv v    

1[ , ],N Nv v  = 0,1, , 1,k N   1, 1 1 1= [ , ] [ , ].N N N N N Nv v v v      

Приближенное решение уравнения (18) будем искать в виде кусочно-
постоянной функции  

 
1 1

, 1 2 1 21 2 1 2
=0 =01 2

( , ) = ( , ),
N N

N N k k k k
k k

x t t t t
 

     (19) 

где 
1 2 1 2

1 2 21 2
1 2 1 2

1, если ( , ) ,
( , ) =

0, если ( , ) [ 1,1] \ .

k k

k k
k k

t t
t t

t t


 

  

 

Коэффициенты 
1 2

{ }k k  определяются из системы линейных алгебраи-

ческих уравнений 

1
1

1 2 1 2 1 2 1 2
1=0 11

1

( , ) ( , )
( )

N

k k k k k k l k p
kl

l

d
a v v b v v

v
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1 1 1
* *2

1 2 1 2 1 2 1 2
2=0 =0 =022 1 2

2

( , ) ( , )
( )

N N N

k k k l k k l lp
kl l l

l

d
c v v d v v

v

  



    
 

    

 1 2
1 2

1 21 2
1 2

= ( , ),
( ) ( )

k kp p
k k

l l

d d
f v v

v v

 
     1 2, = 0,1, , 1.k k N   (20) 

Здесь 
1

=01

N

l


  означает суммирование по 1 1 1= ( 1, ),l k k   

1

=01

N

l


  означает 

суммирование по 2 2 2= ( 1, ),l k k   
1 1
* *

=0 =01 2

N N

l l

 

   означает суммирование по 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2= 2, 1, , 1, = 2, 1, , 1.l k k k k l k k k k        
Для доказательства однозначной разрешимости системы уравнений (20) 

воспользуемся теоремой Адамара об обратимости квадратных матриц. 
Предварительно оценим снизу абсолютную величину интеграла  

1 2

1 21 2
1 2

.
( ) ( )p p

k k
k k

d d

v v

 
      

Очевидно,  

2/ 2/ 2/ 2/
1 2 1 2 1 2 2

32 2 101 2 1 20 0

( ) ( )
= ln ( ) =lim ln

N N N N

p p p p p p

d d d d B B
B   

           
      

     

2/ 2/
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( ) ( )
= ln ( )lim ln

N N

p p p p

d d B B
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2 2

2

1
.

2( 1)

pN

p


   
 

  (21) 

Обозначим через = { },klA a  2, = 0,1, , 1,k l N   матрицу, описываю-
щую левую часть системы уравнений (18). 

Тогда диагональные элементы матрицы A  оцениваются неравенствами  

| |= ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

kk k k k k k kp p
k k

k k

d d
a a v v b v v c v v

v v 

   
      

2 2

2

1
( , ) | ( , ) | | ( , ) |

2( ) ( ) ( 1)

p

k k k k k kp p
k k

kk

d N
d v v d v v b v v

v v p
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1 11 1
| ( , ) | | ( , ) |,

1 2 1 2

p p

k k k k
N N

c v v a v v
p p

 
            

 2= 0,1, , 1.k N   (22) 

Оценим сумму внедиагональных элементов в каждой строке матрицы .A  
Пусть = ,l Ni j  1 1= ,k Ni j  1, = 0,1, , 1,i i N   1, = 0,1, , .j j N  

Сумма модулей внедиагональных элементов, расположенных в l -й 
строке матрицы ,A  оценивается неравенством  

2 111 1
1

1=0, = =01
1

| | | ( , ) |
( )

v jN N

lk i j p
jk k l j v j

d
a b v v

v

 



 
 

  
111

2

2=01
1

| ( , ) |
( )

viN

i j p
ii vi

d
c v v

v

  
 

   

 

1 11 11 1
* * 1 2

1 2=0 =01 1
1 1

| ( , ) | ,
( ) ( )

v vi jN N

i j p p
j ii j v vi j

d d
d v v

v v

    
   

      (23) 

где 
1

=01

N

j


  означает суммирование по 1 = ( 1, );j j j   

1

=01

N

i


  означает сумми-

рование по 1 = ( 1, );i i i   
1
*

=01

N

i



  означает суммирование по 1 = 2, 1, , 1;i i i i i     

1
*

=01

N

j



  означает суммирование по 1 = 2, 1, , 1.j j j j j     

Продолжим оценку неравенства (23). Очевидно,  

2 1 11
1 1

1 1=0, = 1 1

| | | ( , ) |
( ) ( )

v jN

kl i j p p
j jk k l v j

d d
a b v v
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11
2 2

2 21 1

| ( , ) |
( ) ( )

vi

i j p p
j ivi

d d
c v v

v v



 

 
          

   

 1 2

1 2( , )

| ( , ) | ,
( ) ( )

i j p p
i jv vi j

d d
d v v

v v

 
       (24) 

где 3 2 3 2( , ) = \ ([ , ; 1,1] [ 1,1; , ]),i j i i j jv v v v v v         2= [ 1,1] .   

Оценим в отдельности каждое слагаемое в правой части формулы (24). 
Очевидно, при = 0, 1:j N   
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при = 0j : 

1 1 1

0 0
1 0

1

1 1
| ( , ) | | ( , ) | 1

1 2( )

p p

i ip
v

d N
b v v b v v

p Nv

                    
  

1

0
1

| ( , ) | .
1 2

p

i
N

b v v
p


     

 

Аналогичная оценка справедлива и при = 1:j N   

12

1 1
1 11

1
| ( , ) | | ( , ) | .

1 2( )

v pN

i N i Np
N

d N
b v v b v v

pv



 


         

Из последних трех неравенств следует, что  

 
1

1
3

( , ) | ( , ) | .
1 2

p

i j
N

r i j b v v
p


     

  (25) 

Аналогичная оценка справедлива для второго слагаемого:  

 
1

2
3

( , ) | ( , ) | .
1 2

p

i j
N

r i j c v v
p


     

  (26) 

Приступим к оценке третьего слагаемого:  

1 2
3

1 2\ 0

( , ) | ( , ) |
( ) ( )

i j p p
G

d d
r i j d v v



  
  

1 1
1 2

1 24/ 4/
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i j p p
N N
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21
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1
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4( 1)

p

i j
N

d v v
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  (27) 

Из неравенств (24)–(27) следует, что при достаточно больших значени-

ях N  и для любых 2= 0,1, , 1l N   

 

22 11
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   (28) 
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Из сопоставления неравенств (22) и (28) следует, что при достаточно 
больших N  выполняются условия теоремы Адамара об однозначной 
разрешимости линейных систем уравнений. Отсюда следует однозначная 
разрешимость системы уравнений (20). 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Теорема 2. Пусть уравнение (18) имеет единственное решение и спра-

ведливы неравенства *
*0 < | ( , ) |< < .D d t D    Тогда система уравнений (20) 

однозначно разрешима. 
Опишем изменения, которые нужно ввести в вычислительную схему 

(20) в предположении, что рассматривается гиперсингулярное интегра-
льное уравнение (18), левая часть которого возмущена компактным опера-
тором. 

Рассмотрим уравнение  

1 1
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 21 1

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )p p

x t d x t d
a t t x t t b t t c t t d t t

t t 

   
   

      

 
1 1 1 1

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 21 1 1 1

( , )
( , , , ) ( , ) = ( , ).

( ) ( )p p

x d d
h t t x d d f t t

t t   

   
       

        (29) 

Приближенное решение уравнения (29) будем искать в виде кусочно-
постоянной функции (19), коэффициенты { }kl  которой находятся из 

системы уравнений  

1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1=0 =011 2
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2 1 2=0 =02 1 21 2

2 1 2

( , )
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N N

k kp p p
k k kl l

l l l

d d d
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1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2
=0 =01 2

4
( , , ) = ( , ),

N N

k k l l l l k k
l l

h v v v v f v v
N

 
    1 2, = 0,1, , 1.k k N   (30) 

Здесь обозначения   и   совпадают с соответствующими обо-

значениями в формуле (20), а 
1
**

=0

N

li



  означает суммирование по 

= ( , 1,..., 1, 1,..., 1),i i i i i il k v k v k k k v         = 1,2.i  

В качестве параметра v  выбирается наименьшее неотрицательное 
целое число такое, чтобы для системы уравнений (30) были бы выполнены 
условия теоремы Адамара об однозначной разрешимости систем линейных 
уравнений. 
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